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個人賽試題 
 

________國民中學____年級   編號：________   姓名：_________ 

                                            性別: □男  □女 

第一部分：填充題，每小題 5 分，共 60 分 

(注意：請在每題試題後所附的空格上填入答案，只需填寫答案。若答案為數值，   
請用阿拉伯數字；若答案為分數，請化為最簡分數) 

1. 求 1ଷ + 3ଷ + 5ଷ + ⋯ + 2023ଷ + 2025ଷ的個位數字為何數？          _____3______ 
  
2. 一個正整數若能夠表示為兩個非質數之和則稱為“幸運數”， 
    例如: 1 就不 是“幸運數”，24 = 10 + 14，所以 24 為“幸運數”。 
    從 1 開始算起 ，求正整數中第 2025 個幸運數是多少?                     ___2029______ 
 

3. 已知 𝑎, 𝑏, 𝑐 滿足 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0，𝑎𝑏𝑐 = 16，求正數 𝑐 的最小值為 ____4______      

 

4. 假設𝑥滿足不等式
ଶ௫ିଵ

ଷ
− 1 ≥ 𝑥 −

ହିଷ௫

ଶ
，若|𝑥 − 1| − |𝑥 + 3|的 

  最大值為𝑀、最小值為𝑚，則 𝑀 + 𝑚 之值為何?              _____     
଼

ଵଵ
     _____ 

  

5. 設正數 𝑎 的小數部分為 𝑏 且 𝑏 ≠ 0，若 𝑎ଶ + 𝑏ଶ = 13， 

   求
ଵ


−

ଵ


之值為何?                                      _____    −

ଷ

ଶ
     _____ 

 

6. 若 𝑛 為正整數且 4𝑛 − 3 整除 114𝑛，試求出所有滿足條件 

   的 𝑛 值為何?                                          ___1,_3 或 15___ 

 

7. 已知在數列𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎中，任何五項之和均為負數， 

   而任何九項之和均為正數，試問 n 的最大值是多少?        _____無解_______ 

 

8.有一疊編號為 1～15 的牌，開始時按某種順序疊好，進行如下之操作：將最上面的

第一張牌放到桌面上，再把第二張牌放到整疊牌的最下面。不斷重複這兩個操作，

直到所有 15 張牌都在桌面上依次疊放成一堆為止。如果桌上的牌之編號從上到下

恰好依序排列成 1～15，請問編號為 13 的牌在原來的那疊牌中，排在從最底下第

一張往上算起的第幾張? 

                                                        _____11________ 

得

分

欄 

 填充題 1 2 3 

     



 

9. 如圖所示，將長方形 ABCD 切去一角後得到的五邊形 BCDEF 
     的五個邊長由小至大為 17, 20, 24, 28, 39（並非依五邊形的順序排列）。 

   試求五邊形 BCDEF 的面積。   

                                                        _____1032______ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 如圖所示，已知在長方形 ABCD 中，𝐴𝐵തതതത = 10，𝐵𝐶തതതത = 16， 

    點 E, F, G, H 分別在 𝐴𝐵തതതത, 𝐵𝐶തതതത, 𝐶𝐷തതതത, 𝐷𝐴തതതത上，使得𝐴𝐸തതതത = 4， 

    𝐵𝐹തതതത = 10，   𝐷𝐺തതതത = 6，𝐴𝐻തതതത = 6，點 O 在線段𝐻𝐹തതതത上， 

    使得四邊形 AEOH 的面積為 36，求四邊形 OFCG 的面積為多少? ____26_____              

 

 

 
 
 

 

 

 

 

11. 如圖所示，已知∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，分別以𝐴𝐵തതതത和𝐵𝐶തതതത為直徑作 

    兩個半圓且交於𝐷點。若𝐴𝐷തതതത = 2，𝐶𝐷തതതത = 6，試求灰色區域 

    之面積為多少?                                     ___    
ଵ

ଷ
𝜋 − 4√3  ___ 

 
 
 
12. 設|𝑎| = 1，1 × 𝑎ଵ + 2 × 𝑎ଶ + 3 × 𝑎ଷ + ⋯ + 𝑛 × 𝑎 的 
      值一定不會為 0。若𝑛 ≤ 100，求滿足此條件所有 n 值 
      的總和為多少?                                                                               ____2475_____ 

  

D
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A

E

G
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第二部分：計算證明，每題 20 分，共 60 分 
(注意：請在每題試題後空白處作答，須詳列過程及說明理由)  

1. 設 𝑎, 𝑏, 𝑐 為互不相等的實數且滿足  𝑏ଶ + 𝑐ଶ = 2𝑎ଶ + 16𝑎 + 14  
     及  𝑏𝑐 = 𝑎ଶ − 4𝑎 − 5，求 𝑎 的值為何? 
 

【參考解答】 

 (𝑏 + 𝑐)ଶ = 𝑏ଶ + 𝑐ଶ + 2𝑏𝑐 = 2𝑎ଶ + 16𝑎 + 14 + 2(𝑎ଶ − 4𝑎 − 5) = 4(𝑎 + 1)ଶ，所以 
𝑏 + 𝑐 = ±2(𝑎 + 1)。因為 𝑏𝑐 = 𝑎ଶ − 4𝑎 − 5 

所以 b, c 為 𝑥ଶ ± 2(𝑎 + 1)𝑥 + 𝑎ଶ − 4𝑎 − 5 = 0 的二解  
已知 𝑎, 𝑏, 𝑐 為互不相等的實數，所以 

ቊ
△= [±2(𝑎 + 1)]ଶ − 4(𝑎ଶ − 4𝑎 − 5) > 0        (因𝑏 ≠ 𝑐) 

𝑎ଶ ± 2(𝑎 + 1)𝑎 + 𝑎ଶ − 4𝑎 − 5 ≠ 0      (因𝑎 ≠ 𝑏、𝑎 ≠ 𝑐)
 

       所以 𝑎 > −1 且 𝑎 ≠
ଵ±√ଶଵ

ସ
，𝑎 ≠ −

ହ


 

 

                                          

2. 設 𝑎 與 𝑏 是正整數，且滿足2 ቆට
ଵ


+ ට

ଵହ


ቇ是整數。 

    試求出所有滿足條件的數對(𝑎, 𝑏)。 

 

【參考解答】由題目可知ට
ଵ


+ ට

ଵହ


=



ଶ
，其中𝑘為整數。 

設
ଵହ


=

మ

మ
且𝑝與𝑞為正整數且互質。可得𝑏𝑞ଶ = 15𝑝ଶ。故𝑞ଶ為 15 的因數，可得𝑞 = 1。 

所以ට
ଵହ


=

ଵ


。 

同理ට
ଵ


=

ଵ


，其中𝑚為正整數。 

因此ට
ଵ


+ ට

ଵହ


=

ଵ


+

ଵ


=



ଶ
。 

因𝑚 ≥ 1與𝑝 ≥ 1，可得
ଵ


+

ଵ


=



ଶ
≤ 2。故1 ≤ 𝑘 ≤ 4。 

若𝑘 = 1，則
ଵ


+

ଵ


=

ଵ

ଶ
，可得(𝑚 − 2)(𝑝 − 2) = 4。故(𝑚, 𝑝) = (4, 4), (6, 3), (3, 6)。 

若𝑘 = 2，則
ଵ


+

ଵ


= 1，可得(𝑚 − 1)(𝑝 − 1) = 1。故(𝑚, 𝑝) = (2, 2)。 

若𝑘 = 3，則
ଵ


+

ଵ


=

ଷ

ଶ
，故(𝑚, 𝑝) = (2, 1), (1, 2)。 

若𝑘 = 4，則
ଵ


+

ଵ


= 2，故(𝑚, 𝑝) = (1, 1)。 

故滿足條件的(𝑎, 𝑏)為

(160, 240), (360, 135), (90, 540), (40, 60), (40, 15), (10, 60), (10, 15)。 

 

  



3. 如圖所示，點 𝐸 和點 𝐹 分別是正方形 𝐴𝐵𝐶𝐷  

中 𝐵𝐶 邊和 𝐶𝐷 邊上的點，且 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°， 

求 
ாி


 的最小值。 

 

 

 

 

 

 

  
【參考解答】 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

首先，先證明 𝐸𝐹 = 𝐵𝐸 + 𝐷𝐹。 延長 𝐶𝐵 至點 𝐿，使 𝐵𝐿 = 𝐷𝐹， 

則 Rt△ABL ≅ Rt△ADF (SAS 全等)，得 𝐿𝐵 = 𝐹𝐷， 𝐴𝐿 = 𝐴𝐹，∠𝐿𝐴𝐵 = ∠𝐹𝐴𝐷。 

又因 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°，得 ∠𝐿𝐴𝐸 = ∠𝐿𝐴𝐵 + ∠𝐸𝐴𝐵 = ∠𝐹𝐴𝐷 + ∠𝐸𝐴𝐵 = 45° = ∠𝐸𝐴𝐹， 

則△LAE ≅ △FAE (SAS 全等)，  

 

故 𝐸𝐹 = 𝐿𝐸 = 𝐿𝐵 + 𝐵𝐸 = 𝐷𝐹 + 𝐵𝐸。 

設 𝐸𝐹 = 𝑏，𝐴𝐵 = 𝑎，𝐵𝐸 = 𝑥， 

則 𝐷𝐹 = 𝑏 − 𝑥 

𝐶𝐹 = 𝐷𝐶 − 𝐷𝐹 = 𝑎 − (𝑏 − 𝑥) = 𝑎 − 𝑏 + 𝑥。 

由 𝐸𝐹ଶ = 𝐸𝐶ଶ + 𝐶𝐹ଶ 得  

𝑏ଶ = (𝑎 − 𝑥)ଶ + (𝑎 − 𝑏 + 𝑥)ଶ   

則 𝑥ଶ − 𝑏𝑥 + (𝑎ଶ − 𝑎𝑏) = 0 

因為 𝐵𝐸 存在，所以 𝑥 有實數解，則判別式 △= 𝑏ଶ − 4(𝑎ଶ − 𝑎𝑏) ≥ 0。 

因為 𝑏 > 0，所以  

4 ቀ



ቁ

ଶ

− 4 ቀ



ቁ − 1 ≤ 0  ⟹   

ି√ଶାଵ

ଶ
 ≤  




 ≤  

√ଶାଵ

ଶ
  

因為 



> 0，故只取  0 <




 ≤  

√ଶାଵ

ଶ
，則 

ாி


=




 ≥

ଶ

√ଶାଵ
= 2√2 − 2，因此 

ாி


 的最小值為 2√2 − 2。 
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