
高雄市 114學年度國民中學數學競賽 

合作解題賽試題 

學 校 編 號______________           校 名:________________ 

姓 名:___________,_____________,_____________,_____________ 
 

作答時間: 一 小 時 

每題各 40分，共 200分 (注意：須詳列過程及說明理由) 

 
1. 已知二次函數 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 的圖形經過 𝐴𝐴(−1,0)、𝐵𝐵(2,0)、𝐶𝐶(0,2) 三

點， 
(1) (15%) 求此二次函數為何? 
(2) (25%) 若點𝑃𝑃是第一象限內此二次函數圖形上的一個動點，移動𝑃𝑃點使

得四邊形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的面積最大，求此時面積的大小及 P 點座標?  
 

【參考解答】  

 (1) 因為此二次函數圖形交𝑥𝑥軸於𝐴𝐴(−1,0)、𝐵𝐵(2,0)兩點，設 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2)，
代入點𝐶𝐶(0,2)，可得 𝑎𝑎 = −1， 

     所以二次函數為 𝑦𝑦 = −(𝑥𝑥 + 1)(𝑥𝑥 − 2) = −𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 2。 

 (2) 連接𝑂𝑂𝑂𝑂，設點𝑃𝑃的座標為 (𝑥𝑥,−𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 2)，𝑥𝑥 > 0  
   由於 𝑆𝑆△𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1、𝑆𝑆△𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑥𝑥、𝑆𝑆△𝑃𝑃𝑃𝑃𝐵𝐵 = −𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 2，所以 

𝑆𝑆四邊形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑆𝑆△𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑆𝑆△𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑆𝑆△𝑃𝑃𝑃𝑃𝐵𝐵 = −𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 3 = −(𝑥𝑥 − 1)2 + 4 

   因此當𝑥𝑥 = 1時，四邊形𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的面積最大，最大值為 4，此時 𝑃𝑃(1, 2)。 
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高雄市 114學年度國民中學數學競賽 

合作解題賽試題 

學 校 編 號______________           校 名:________________ 

姓 名:___________,_____________,_____________,_____________ 

 

 (注意：須詳列過程及說明理由) 

2. 下表為一個3000 × 3000的表格，且每一直行和每一橫列中的數字皆各 自
形成等差數列，若在此表格中，數字4601出現在對角線格子上的次數為𝐴𝐴、
出現在對角線以上的格子次數為𝐵𝐵，求數對(𝐴𝐴,𝐵𝐵)。 

 
1 5 9 13 17 ⋯ 
5 11 17 23 29 ⋯ 
9 17 25 33 41 ⋯ 

13 23 33 43 53 ⋯ 
17 29 41 53 65 ⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 

 
【參考解答】 
設𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚表示位在第𝑚𝑚列，第𝑛𝑛行的數字。 
觀察表格可知第𝑚𝑚列的第一個數字為𝑎𝑎𝑚𝑚1 = 1 + (𝑚𝑚 − 1) × 4 = 4𝑚𝑚 − 3 
又第𝑚𝑚列的公差為2(𝑚𝑚 + 1)，所以 

𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 = (4𝑚𝑚− 3) + 2(𝑛𝑛 − 1)(𝑚𝑚 + 1) = 2(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 1) − 7 
            令𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4601，2(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 1) − 7 = 4601， 

(𝑚𝑚 + 1)(𝑛𝑛 + 1) = 2304 = 28 × 32 
 

(1) 對角線由左上角至右下角 
𝑚𝑚 + 1 1 2 3 4 6 8 9 12 16 
𝑛𝑛 + 1 2304 1152 768 576 384 288 256 192 144 

     
𝑚𝑚 + 1 18 24 32 36 48 
𝑛𝑛 + 1 128 96 72 64 48 

 
因為𝑚𝑚 + 1 ≥ 2，所以出現在對角線上的次數𝐴𝐴 = 1，出現在對角線以上的次數

𝐵𝐵 = 12，所以(𝐴𝐴,𝐵𝐵) = (1, 12)  
 



(2) 對角線由右上角至右左下角 
     對角線: 𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 = 3001，此對角線上的值不會出現 4601，所以𝐴𝐴 = 0 
    因為此表格有對稱性，所以根據(1)的結果可知在此對角線以上會出現 

25 次，故𝐵𝐵 = 25。所以(𝐴𝐴,𝐵𝐵) = (0, 25) 
 
(3) 兩對角線(由左上角至右下角、由右上角至右左下角) 

4601 出現在對角線只有𝑎𝑎47,47，所以𝐴𝐴 = 1 
在對角線以上同(1)。所以(𝐴𝐴,𝐵𝐵) = (1, 12) 

  



高雄市 114學年度國民中學數學競賽 

合作解題賽試題 

學 校 編 號______________           校 名:________________ 

姓 名:___________,_____________,_____________,_____________ 

 

(注意：須詳列過程及說明理由) 

3. 高雄市教育局舉辦一個含有數個項目的競賽，甲、乙、丙三人同時參加此

競賽，在每一個別項目的競賽中三人的成績恰好均為三個相異的正整數 a, 
b, c (舉例而言:在項目 1 中，甲得 a、乙得 b、丙得 c；在項目 2 中，甲得

c、乙得 a、丙得 b；…….)。已知最後成績總和甲得 19 分、乙得 11 分、

丙得 9 分；假設在某項目中丙的成績為第一名，求在此項目中誰得第二名? 
 
【參考解答】設𝑎𝑎 > 𝑏𝑏 > 𝑐𝑐 ≥ 1，此次考試共考 N 個科目 
          𝑁𝑁(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = 19 + 11 + 9 
          𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ≥ 3 + 2 + 1 = 6，所以𝑁𝑁 ≤ 6，又𝑁𝑁可整除 39， 
         所以 N = 3，𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 13 
  (a, b, c) = (10, 2, 1), (9, 3, 1), (8, 4, 1), (8, 3, 2), (7, 5, 1), (7, 4, 2), (6, 5, 2), (6, 4, 3) 
   因為甲得 19 分，故可能情形為 (9, 3, 1), (8, 3, 2), (7, 5, 1) 
   (i) (9, 3, 1): 甲 (9, 9, 1)；乙 (9, 1, 1)；丙 無解 
   (ii) (8, 3, 2): 甲 (8, 8, 3)；乙 無解 
   (iii) (7, 5, 1): 甲 (7, 7, 5)；乙 (5, 5, 1)；丙 (7, 1, 1) 
     P:  甲(5)、乙(1)、丙(7)；故甲得第二名 
     
       其他二項目: 甲(7)、乙(5)、丙(1) 
                  甲(7)、乙(5)、丙(1) 
 

 

  



高雄市 114學年度國民中學數學競賽 

合作解題賽試題 

學 校 編 號______________           校 名:________________ 

姓 名:___________,_____________,_____________,_____________ 

 

(注意：須詳列過程及說明理由) 
4. 國王邀請了編號 1 到 50 的 50 位騎士參加宴會。如果騎士 A 和騎士 B 
同時出席（A、B 不同人），且他們的編號相加剛好等於在場的騎士 C 的
編號，那麼 C 就會覺得 A 和 B 在說他壞話，進而引發爭吵。為了讓宴會

和平進行（即不發生爭吵），國王最多可以邀請多少位騎士出席？ 

 

【參考解答】 

1.若是選擇編號為{25, 26 , . . . , 50}這 26 位騎士，由於任兩位的編號相加都超過 50，

所以不會引發爭吵。 

2.現在證明不可能選擇超過 26位騎士。首先假設被邀請的騎士中編號最大的是 M
號。那麼我們知道在(1, M -1) 這對騎士中最多只能邀請一位。同理， 

(2, M - 2), (3, M - 3), (4, M - 4), … 中，每對也最多只能被邀請一位。每對也最多只

能被邀請一位。也就是說，全部最多只能邀請
𝑀𝑀−1

2
+ 1(含編號 M 的那位位騎士)。

當然，M 取愈大出席人數愈多，故取 50；而
50−1

2
= 24.5，即以上面的分法，每組有

兩人，但其中一組有一人，所以25 + 1 = 26，最多有 26位騎士出席。 

  

 

  



高雄市 114學年度國民中學數學競賽 

合作解題賽試題 

學 校 編 號______________           校 名:________________ 

姓 名:___________,_____________,_____________,_____________ 

 

(注意：須詳列過程及說明理由) 

5.如圖，設點 M 在△ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴的外接圓上，且𝑀𝑀𝑀𝑀�����

垂直於𝐵𝐵𝐵𝐵�⃖���⃗ 上的𝑁𝑁點，𝑀𝑀𝑀𝑀�����垂直於𝐶𝐶𝐴𝐴����上的𝑃𝑃點，

𝑀𝑀𝑀𝑀�����垂直於𝐴𝐴𝐴𝐴����上的𝑄𝑄點。 

求證: N, P, Q 三點共線(即可證 ∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = 1800)                  
 

 

【參考解答】 

令∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = δ，∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = α，∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝛼𝛼′  
因為∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 900，所以，以𝐴𝐴𝐴𝐴�����為直徑

的圓過點 P、Q。由圓周角的性質得 

∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = α。 

同理，因為∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 900，所以，以

𝐶𝐶𝐶𝐶�����為直徑的圓過點 P、N。由圓周角的性質得 

∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝛼𝛼′。 

四邊形 ABCM 內接於圓， 

則∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∠𝐵𝐵 = 1800(圓内接四邊形對角互補) 

∠𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 + ∠𝐵𝐵 = 1800…(1) 
因為∠𝐵𝐵𝐵𝐵𝑀𝑀 = ∠𝐵𝐵𝑄𝑄𝑄𝑄 = 900，所以，以𝐵𝐵𝑀𝑀�����為直

徑的圓過點 N、Q。 

四邊形 BQMN 內接於圓， 

則∠𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + ∠𝐵𝐵 = 1800(圓内接四邊形對角互補) 

∠𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 + ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 + ∠𝐵𝐵 = 1800…(2) 
由(1)(2) 我們得知 ∠AMQ =∠CMN 
則∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = α = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝛼𝛼′ 
所以α = 𝛼𝛼′， ∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = ∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 + 900  + ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝛿𝛿 +  900  + 𝛼𝛼 = 𝛿𝛿 + 900  =
𝛼𝛼′ = ∠𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 + ∠𝑀𝑀𝑃𝑃𝐴𝐴 + ∠𝐶𝐶𝑃𝑃𝑁𝑁 = ∠𝐶𝐶𝑃𝑃𝐴𝐴 = 1800 ， 

所以 N, P, Q 三點共線。 


	1.若是選擇編號為{25, 26 ,..., 50}這26位騎士，由於任兩位的編號相加都超過50，所以不會引發爭吵。

