
高雄市 108 學年度國民中學數學競賽 

個人賽試題 

________國民中學____年級   編號：________   姓名：_________ 

作答時間: 二 小 時          性別: □男  □女 

第一部分：填充題，每小題 5 分，共 60 分 

(注意：請在每題試題後所附的空格上填入答案，只需填寫答案。若答案為數值，   請

用阿拉伯數字；若答案為分數，請化為最簡分數) 

 

1. 假設 yx202016 ，其中 yx, 皆為正整數，試求 x的所有可能值的個數為________ 

                                                                                                                                            答: 20 

 

2. 張老師將班上學生分為 A、B 兩隊競賽，比賽完之後頒發巧克力當成獎品。已知 

A、B 兩隊贏得的巧克力個數恰是自己隊人數的兩倍。張老師總共帶了 700 顆巧克 

力，發完之後他自己還剩下 20 個。已知 A 隊人數比 B 隊多兩位，試求班上總共 

有多少位學生？________________ 

                                                            答: 26 (或 340) 

                                                                                                                                               
 

3.求(1 + 𝑥)(1 + 2𝑥2) ⋯ (1 + 19𝑥19)(1 + 20𝑥20)展開式中𝑥8項的係數為__________ 

                                                                                                                                            答: 64  

 

4. 小美將身上的錢捐給六家孤兒院，首先她將身上錢乘以 2 再加上 2 元後的三分之一 

   捐給第一個孤兒院，然後將剩餘錢的 2 倍再加上 2 元後除以 3 的結果捐給第二家孤 

  兒院；以此捐錢的方式進行到第六家孤兒院後，她身上只剩 2 元。則小美身上原有 

 __________________元                                                                                                答: 2186 

                                                                                                                        

                                                                                                                                                                                          

5.設  437 M ，則不超過 M 的最大正整數為_______________  

                                                                                                                                          答: 367 

 

6. 設 n 是一個三位數的正整數，將其三個數字相加後再加上它的三個數字兩兩相乘及 

   三個數字相乘後產生一個新數 N，舉例而言，n = 135，則 N = (1 + 3 + 5) + (1×3 +  

  1×5 + 3×5) + (1×3×5) = 47。求所有滿足 n = N 的三位數之和為_______________ 

                                                                                                                           答: 5391 

 

7. 港警所接到一個檢舉電話，內容為:在一艘將要啟航的貨櫃輪上其中有一個貨櫃裝 

 有違禁物品，電話中並給了一個不知何意的數 "100
4

11
"。根據警方人員的調查與研 

 判，這艘船上的所有貨物都裝在從 1開始以連續自然數依次編號的貨櫃中，而且這 

 個數字"100
4

11
"是除了藏有違禁物品的那個貨櫃外，其他所有貨櫃編號的算術平均 

 數。根據這些線索，試找出這個藏有違禁物品貨櫃的編號為______________。 

                                                                                                                                      答: 28 



 

8. 如圖，ABCD 為圓上四點且𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 垂直。 

  若𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 6，𝐵𝐸̅̅ ̅̅ = 13，𝐷𝐸̅̅ ̅̅ = 3， 

  𝐶𝐸̅̅ ̅̅ = 16，求此圓面積為___________ 
                                              

   

 

 

    (因原題目敘述有誤，此題一律給分) 

答: 
235𝜋

4
                                                                                                                                            

9. 右圖中，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ∥ 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ，𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ⊥ 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ，𝐵𝐸̅̅ ̅̅ ∥ 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ， ∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，若𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 9，𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 8， 

  𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = 7，求四邊形𝐸𝐵𝐹𝐷面積。 

 

 

 
 
 
 
 
 
                                                                                      
                                                                                                                                      答: 6575/136 

                                                                                                                                           

10.在一圓周上有 1200 個相異點，今任取一點並標示上 1，然後依順時間方向在此點

之後，數兩個點並在此點上標示 2，然後在標示為 2的後面數參個點，並在此點上

標示 3，即在標示上 1與標示 3的中間有四個點，繼續此過程，在圓周上分別標示

出 1, 2, 3, …, 917，此時在圓周上有些點可能被標示出好幾個數，有些點可能

沒被標示到，求圓周上被標示出 917 的那個點上被標示出的最小數是___________ 
                                                                                                                                 答: 42 

 
 

11.右下圖中，AB = AC，∠BAC = 2∠BEC， 線段 BE 交 AC 於 D 且 AC = 4，AD = 3. 

     則 BDDE =_____________。                               

 
 

 
 
 
                                                                                                                                              答: 7 

 

12. 在 33 的方格表中分別填入 4個 1、4個 2 和 1個 3， 

  則使得每行每列所填的數字之和均為奇數的填法共有多 

  少種?__________________ 
 

 

                                                                                                                                          答: 45 

                 
 

   

   

   

A

B
C

D
E



     第二部分：計算證明，每題 20 分，共 60 分 

(注意：請在每題試題後空白處作答，須詳列過程及說明理由)  

1. 已知兩實數α與β滿足α3 − 3α2 + 5α = 2與β3 − 3β2 + 5β = 4，試求出α + β之值 
 

【參考解答】 

由α3 − 3α2 + 5α = 2，可得出(α − 1)3 + 2(α − 1) = −1。 

由β3 − 3β2 + 5β = 4，可得出(β − 1)3 + 2(β − 1) = 1。 

設f(t) = 𝑡3 + 2𝑡，可知f(−t) = −f(t)且f(t)為遞增函數。 

可知f(α − 1) = −1及f(β − 1) = 1。 

整理可得f(α − 1) = −1 = −f(β − 1) = f(1 − β)及α − 1 = 1 − β。 

所以α + β = 2。 

或 

令α = a + 1     β = b + 1 

    (𝑎 + 1)3 − 3(𝑎 + 1)2 + 5(𝑎 + 1) = 2 

    𝑎3 + 2𝑎 + 1 = 0 

   同樣做法可得𝑏3 + 2𝑏 − 1 = 0 

   所以 𝑎3 + 𝑏3 + 2(𝑎 + 𝑏) = 0 

    (𝑎 + 𝑏)(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2 + 2) = 0 

    𝑎 + 𝑏 = 0  因為(𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2 + 2) = (𝑎 −
1

2
𝑏)

2

+
3

4
𝑏2 + 2 > 0 

   所以α + β = 2。 

 
                                          

2.有一個加法算式如下圖，不同英文字母代表不同的阿拉伯數字，相同英文字母代表

相同的阿拉伯數字，試求此算式所有可能值? 

 

                                                        A 

                                                     AB 

                                                  ABC 

                                          ＋ ABCD 

                                          ----------------- 

                                               2 0 2 E 

 
【參考解答】 

由總和的千位數可知，只能為 1或 2。若 A=2，則百位數和不可進位；但百位數和為

A+B=2+B>0，矛盾！ 

所以 A=1，百位數和需要進位且恰進 1位；由於 A=1，十位數和最多進 2位。A+B=10, 9 或 8 

(考慮到總和的百位數為 2，所以十位數和恰進 0,1 或 2 位)。 

 

(1) 若 A+B=10 ,則 B=9，十位數和不可進位，但十位數和為 A+B+C=10+C>10，矛盾！ 

(2) 若 A+B=9 ,則 B=8，十位數和恰進 1位；考慮到總和的十位數為 2，A+B+C+(個位數和進

位)=12。由於個位數和為（A+B+C+D=9+C+D）最多進 2位，因此 A+B+ C= 12, 11 或 10。

（個位數和恰進 0, 1 或 2 位的情況） 

 

(2a) 若 A+B+C=12，則 C=3，個位數和不可進位。但個位數和為 A+B+C+D=12+D>10，矛盾！ 

(2b) 若 A+B+C=11，則 C=2，個位數和恰進 1位，個位數和為 10+E=A+B+C+D=11+D，所以 

E=D+1，D 至少是 0，至多是 8；且 D, E 不能為 1,8,2 的其中任意一個。 



所以這邊有 4組解： 

(A,B,C)=(1,8,2) 

(D,E)= (3,4), (4,5), (5,6) 或 (6,7)   

 

(2c) 若 A+B+C=10，則 C=1，個位數和恰進 2位，個位數和為 A+B+C+D=20+E，所以 D>9，矛

盾！ 
 

 

 

 

3.如圖所示，在菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷 中，∠𝐵𝐴𝐷 = 600，𝑀 為對角線 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上異於 𝐴、𝐶 的一 

點，以 𝐴𝑀̅̅ ̅̅̅ 為邊，作等邊 ∆𝐴𝑀𝑁，線段 𝑀𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 與 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  交於點 𝐺，連接 𝑁𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅，𝑄 

為線段 𝑁𝐶̅̅ ̅̅ 的中點，連接 𝐷𝑄̅̅ ̅̅ 、𝑀𝑄̅̅ ̅̅ ̅。 

求證 : 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝐷𝑄̅̅ ̅̅  

 

 

 

 
  
 
 
【參考解答】 

 
延長 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  至點 𝑃，使得 𝐷𝑃̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ ，連接 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 、𝑃𝑁̅̅ ̅̅ ，如下圖所示。 

     ∵  ∠𝑃𝐷𝐴 = 600，𝐷𝑃̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅    

     ∴  ∆𝑃𝐷𝐴 為等邊三角形  

 ⟹  𝑃𝐴̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐴̅̅ ̅̅ ， ∠𝑃𝐴𝐷 = 600 

     ∴  ∠𝑃𝐴𝑁 +  ∠𝑁𝐴𝐷 = 600，∠𝐷𝐴𝑀 +  ∠𝑁𝐴𝐷 = 600 

     ∴  ∠𝑃𝐴𝑁 =  ∠𝐷𝐴𝑀      

     ∵  {
𝑃𝐴̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐴̅̅ ̅̅

∠𝑃𝐴𝑁 =  ∠𝐷𝐴𝑀
𝐴𝑁̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑀̅̅̅̅̅

 

     ∴  ∆𝑃𝐴𝑁 ≅  ∆𝐷𝐴𝑀  (SAS)  

 ⟹  𝑃𝑁̅̅ ̅̅ = 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ 

     ∵  𝑃𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐶̅̅ ̅̅ ，𝑁𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐶𝑄̅̅ ̅̅  

     ∴  𝐷𝑄̅̅ ̅̅  為 ∆𝐶𝑃𝑁 的中位線  

     ∴  𝐷𝑄̅̅ ̅̅ =
1
2

𝑃𝑁̅̅ ̅̅ =
1
2

𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅  

    故 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝐷𝑄̅̅ ̅̅ 。 
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