
高雄市 107 學年度國民中學數學競賽 

隊際賽試題 

編 號______________              校 名:________________ 

姓 名:___________,_____________,_____________,_____________ 

 

作答時間: 一 小 時 

每題各 40 分，共 200 分 

1. 將正整數 a 寫在任意一個正整數的右邊，然後將產生的數加上 a 後得

到一個新數，如果 a 為所有新數的因數，則稱 a 為”奇異數”；例如 2

為奇異數，因為將 2 寫在任意一個正整數的右邊，然後將產生的數加

上 2 後，新數的個位數字為 4，而 2 一定是所有新數的因數。求在 700

到 3000 之間所有奇異數。 

【參考解答】 

 設 N 任意一個正整數且 a 為三位數或四位數， 

 則 N 加上奇異數 a 後得到一個新數形式為:  

  Na + a = 1000N + 2a 或 10000N + 2a 

 由於  a 為這個新數的因數， 

 故 a(三位數)為 1000 的因數或 a(四位數)為 1000 的因數， 

 所以 a 為 1000，1250，2000，2500； 

故在 700 到 3000 之間所有奇異數為 1000，1250，2000，2500 四個數 
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2. 設 n 為正整數， p 為質數；若方程式 2 1 0x px np    至少有一個整數

解時，求 n 的所有可能的值。 

 
   【參考解答】 

設方程式有整數根 ,另一根為 ； 

由根與係數關係可得 , 1.p np        

於是得知 亦為整數. 

假設 n >1，注意到 ( 1)( 1) ( ) 1 1 1 ( 1)np p n p                . 

p 為質數, 1n  >0,  1p    或 1p   ；不妨設 1p   ,則 

1 mp    ………..(1),   
1

1
n

m
 
   ………(2),  

其中m 為正整數,且 ( 1)m n  ；兩式相加,即(1)+(2)得 

1
2 ( ),

n
mp

m
  
     .即

1
2 ( ),

n
p mp

m


     ……(3) 

若式(3)右邊取正號，則 
1

( 1) 2
n

m p
m


    ………….(4) 

顯然,式(4)左邊大於 2,因而造成矛盾. 

若式(3)右邊取正號，則 
1

( 1) 2 0
n

m p
m


     ……….(5) 

顯然,式(5)左邊大於 0,因而造成矛盾. 

從而假設 1n  不成立,但 n 為正整數，故 n  的所有可能的值為 1. 

               答:1 
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3. 正三角形△𝐴𝐵𝐶邊長為 3，有一個圓與△𝐴𝐵𝐶相切於𝐸、𝐹兩點，並與 

邊𝐴𝐶തതതത交於𝐺、𝐻兩點，如下圖。若線段𝐸𝐹തതതത與𝐺𝐻തതതത等長，求𝐸𝐹തതതത之長度。 

 

                 

 

 

                                             
 

 

 

 

【參考解答】 

如右圖，設圓心為𝐷，因為圓與△𝐴𝐵𝐶相切，線𝐵𝐷為

∠𝐴𝐵𝐶的角平分線，線𝐵𝐷交𝐸𝐹തതതത與𝐺𝐻തതതത於點𝐼及𝐽。 

因為𝐵𝐷是∠𝐴𝐵𝐶的角平分線，∠𝐹𝐵𝐼 = 30° 、

∠𝐵𝐼𝐹 = 90°、∠𝐵𝐽𝐻 = 90°，且|𝐹𝐼തതത| =
ଵ

ଶ
|𝐸𝐹തതതത|及

|𝐻𝐽തതതത| =
ଵ

ଶ
|𝐺𝐻തതതത|，而|𝐸𝐹തതതത| = |𝐺𝐻തതതത|，所以|𝐹𝐼തതത| = |𝐻𝐽തതതത|，因

此△𝐹𝐼𝐷 ≅△𝐻𝐷𝐽； 

因為圓與△𝐴𝐵𝐶相切於𝐹點，∠𝐵𝐹𝐷 = 90°，△𝐹𝐵𝐼 ≈△𝐷𝐹𝐼，所以∠𝐼𝐹𝐷 = 30°、

∠𝐽𝐻𝐷 = 30°。 

令𝑥 = |𝐻𝐽തതതത| = |𝐹𝐼തതത|，則|𝐷𝐽തതത| =
௫

√ଷ
、|𝐷𝐼തതത| =

௫

√ଷ
、|𝐵𝐼തതത| = √3𝑥；因為|𝐴𝐵തതതത| = 3，所

以|𝐵𝐽തതത| = 3 ∙
√ଷ

ଶ
。 

|𝐵𝐽തതത| = |𝐷𝐽തതത| + |𝐷𝐼തതത| + |𝐵𝐼തതത| 

所以
௫

√ଷ
+

௫

√ଷ
+ √3𝑥 = 3 ∙

√ଷ

ଶ
，𝑥 =

ଽ

ଵ଴
，𝐸𝐹തതതത = 2𝑥 =

ଽ

ହ
。  
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4. 設𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ, 𝑎ସ皆為正整數且𝑎ଵ < 𝑎ଶ < 𝑎ଷ < 𝑎ସ，令集合𝐴 = {𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝑎ଷ, 𝑎ସ} 

   及集合𝐵 = {𝑎ଵ
ଶ, 𝑎ଶ

ଶ, 𝑎ଷ
ଶ, 𝑎ସ

ଶ}，若集合𝐴和集合𝐵有兩個共同元素𝑎ଵ, 𝑎ସ，即 

   𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑎ଵ, 𝑎ସ}且𝑎ଵ + 𝑎ସ = 17，試問滿足此條件的集合𝐴共有多少個? 

                                                            

 

【參考解答】 

因𝑎ଵ + 𝑎ସ = 17，且𝑎ଵ, 𝑎ସ均為正整數之平方，故𝑎ଵ = 1且𝑎ସ = 16。 

若𝑎ଶ
ଶ = 𝑎ସ = 16，則𝑎ଶ = 4，且5 ≤ 𝑎ଷ ≤ 15， 

共 11 種可能。 

若𝑎ଷ
ଶ = 𝑎ସ = 16，則𝑎ଷ = 4，且2 ≤ 𝑎ଶ ≤ 3， 

但若𝑎ଶ = 2，則𝐴 ∩ 𝐵 = {1, 4, 16}，不合， 

共 1種可能。 

故滿足條件的集合𝐴共有 12 個。 

                                  答:12 個 
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5 連接圓周上 9 個不同點的 36 條直線段分別塗上紅色或藍色，假設 

     9點中每三點所確定的三角形都至少含有一條紅色邊，證明存在有四點，  

  使其中每兩點的連線都是紅色。 

 

【參考解答】 

  設 9 點為 𝐴௜ ൫𝑖 = 0、1、2、⋯、8൯。則存在一點，使得從這點出發的 8 條 

  線段中塗上 紅色的不是 5 條 (因 
ଵ

ଶ
× 5 × 9 不是整數)。不妨設此點為 𝐴଴。 

(1) 若從 𝐴଴ 出發的 8 條線段中有 6 條或 6 條以上的線段為紅色，不妨設 

    為 𝐴଴𝐴௜  ൫𝑖 = 1、2、⋯、6൯。則 6 個點 𝐴ଵ、𝐴ଶ、⋯、𝐴଺，用兩種 

    顏色去塗任意兩點連線， 必有同色三角形，∆𝐴௜𝐴௝𝐴௞ (1 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 ≤ 6)，  

    由題意知它只能是紅色的，此時 𝐴଴、𝐴௜、𝐴௝、𝐴௞ 四點中每兩點的連線都 

    是紅色 ; 

(2) 若從 𝐴଴ 出發的 8 條線段中只有 4 條或 4 條以下的線段為紅色，則 

至少有 4 條為藍色，不妨設為 𝐴଴𝐴௜ ൫𝑖 = 1、2、3、4൯ 為藍色。 

依題意，𝐴ଵ、𝐴ଶ、𝐴ଷ、𝐴ସ 每兩點間的連線都是紅色。  

 

 

 


